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KUTATA´SI EREDME´NYEK TE´MAKO¨RO¨K SZERINT
Ve´letlen bolyonga´s
Bolyonga´s loka´lis ideje
Erdo˝s Pa´l ma ma´r klasszikusnak sza´mı´to´ dolgozatai (A. Dvoretzky e´s S.J.
Taylor ta´rsszerzo˝kkel) meghata´rozta´k a bolyonga´s loka´lis ideje´nek alapveto˝ tulaj-
donsa´gait. Azo´ta sokan foglalkoztak az eredme´nyek tova´bbfejleszte´se´vel, sza´mos
nyitott proble´ma´t hagyva. A jelen kutata´s kerete´ben ne´ha´ny ilyen proble´ma´val
foglalkoztunk.
Tekintsu¨nk egy S0, S1, . . . bolyonga´st a d-dimenzio´s te´r ege´sz koordina´ta´ju´
pontjaiban. A bolyonga´s ξ(x, n) loka´lis ideje egy x pontban az elso˝ n le´pe´sben
a definicio´ szerint azon i indexek sza´ma, melyre 1 ≤ i ≤ n e´s Si = x. Po´lya
te´tele szerint 3 e´s magasabb dimenzio´ban a bolyonga´s tranziens, azaz pozit´ıv
valo´sz´ınu˝se´ggel nem te´r vissza a kezdo˝pontba. Erdo˝s e´s Taylor megmutatta´k, hogy
ebben az esetben maxx ξ(x, n)/ logn egy konstanshoz tart 1 valo´sz´ınu˝se´ggel. A [22]
dolgozatban ezt e´les´ıtettu¨k, a fo˝tag mellett a tova´bbi tagokat is meghata´rozva az
eredme´nyben. Vizsga´ltuk azt a ke´rde´st is, hogy milyen nagyok lehetnek a loka´lis
ido˝ nagy e´rte´keinek ele´re´si ido˝i, ill. multiplicita´sa.
A [29] dolgozatban azt az esetet vizsga´ltuk, amikor a loka´lis ido˝ maximuma´t
nem az ege´sz te´ren vesszu¨k, hanem annak csak egy re´szhalmaza´n. Az eredme´ny
terme´szetesen a re´szhalmazto´l fu¨gg, pl. egy d−1 dimenzio´s alte´ren ugyancsak log n
a nagysa´grend, de a konstans ku¨lo¨nbo¨zik az Erdo˝s-Taylore´to´l. d − 2 dimenzio´s
alte´ren azonban a nagysa´grend ma´r kisebb, nevezetesen log log n.
A [30] dolgozatban loka´lis ido˝ helyett a halmazokban valo´ tarto´zkoda´si ido˝t
vizsga´ltuk, azaz egy A halmaz esete´n ξ(A, n) jelo¨li azon i indexek sza´ma´t, melyekre
1 ≤ i ≤ n e´s Si ∈ A. Megmutattuk, hogy 3 e´s magasabb dimenzio´ban a
tarto´zkoda´si ido˝ maximuma egy ro¨gz´ıtett A halmaz o¨sszes lehetse´ges eltoltja´ra
ugyancsak logn-el osztva tart egy konstanshoz 1 valo´sz´ınu˝se´ggel. Ez a konstans a
halmazto´l fu¨gg e´s bizonyos, a bolyonga´s a´tmenet-valo´sz´ınu˝se´geito˝l fu¨ggo˝ ma´trixok
saja´te´rte´keivel fejezheto˝ ki.
A [43] dolgozatban a nagy sza´mok ero˝s to¨rve´nye´t bizony´ıtottunk a sokszor
megla´togatott pontok sza´ma´ra. Ha Q(k, n) jelo¨li azon x pontok sza´ma´t a te´rben,
melyekre ξ(x, n) = k, e´s E(Q(k, n)) ennek va´rhato´ e´rte´ke´t, akkor Erdo˝s e´s Taylor
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(1960) szerint d ≥ 3 esete´n limn→∞Q(k, n)/E(Q(k, n)) = 1 majdnem biztosan.
Megmutattuk, hogy ez egyenletesen igaz k-ra az (1, kn) intervallumon, ahol kn
alkalmas ve´gtelenhez tarto´ sorozat.
Az [51] e´s [52] dolgozatokban a loka´lis e´s tarto´zkoda´si ido˝k egyu¨ttes viselke-
de´se´t tanulma´nyoztuk. [51]-ben megvizsga´ltuk, milyen e´rte´keket vehetnek fel a
loka´lis ido˝k ke´t adott pontban e´s eltoltjaiban. Hasonlo´ proble´ma´t vizsga´ltunk egy
pont loka´lis ideje´re e´s a ko¨ru¨lo¨tte le´vo˝ egyse´ggo¨mb tarto´zkoda´si ideje´re. Az [52]
dolgozatban megmutattuk, hogy egy maxima´lis loka´lis ideju˝ pont adott ko¨rnyeze-
te´ben nem lehet ma´sik maxima´lis loka´lis ideju˝ pont, de a ko¨rnyezet minden pont-
ja´ban a loka´lis ido˝ aszimptotikusan determinisztikus, azaz ha egy zn pontban n
le´pe´s uta´n a loka´lis ido˝ maxima´lis, akkor a ξ(zn + x, n) loka´lis ido˝ logn-el osztva
egy (x-to˝l fu¨ggo˝) determinisztikus konstanshoz tart, ha n→∞.
[50] egy o¨sszefoglalo´ dolgozat, amelyben megmutatjuk, hogy az egyenesen
valo´ tranziens bolyonga´s hasonlo´ tulajdonsa´gokat mutat, mint a magasabb di-
menzio´ban to¨rte´no˝ (tranziens) bolyonga´s. Ezt a jelense´get re´szletesen a [61] dol-
gozatban ta´rgyaljuk.
Bolyonga´s kira´ndula´sai
A [9] dolgozatban az egyszeru˝ szimmetrikus bolyonga´s ze´rushelyei ko¨zo¨tti
szakaszok (u´n. kira´ndula´sok) hossza´ra e´s magassa´ga´ra bizony´ıtottunk eloszla´s- e´s
hata´reloszla´ste´teleket. Ezek a Wiener folyamatra ismert eredme´nyek megfelelo˝i
bolyonga´sra. Az eloszla´sok egy re´sze´t a jo´l ismert tu¨kro¨ze´si elv alkalmaza´sa´val,
ma´s re´sze´t genera´torfu¨ggve´nyek seg´ıtse´ge´vel hata´roztuk meg,
Ko¨lcso¨nhata´sos bolyonga´sok
O¨sszetapado´ bolyonga´sok vizsga´lata az uto´bbi ne´ha´ny e´vben jelento˝s fejlo˝de´st
mutatott az irodalomban. Ezekhez kapcsolo´dva [18]-ban vizsga´ltuk az u´n. u¨res
zo´na nagysa´ga´nak, valamint az origoban valo´ tarto´zkoda´si ido˝nek 1 valo´sz´ınu˝se´gu˝
tulajdonsa´gait.
[23]-ban azt a felette´bb meglepo˝ eredme´nyt bizony´ıtottuk, hogy egy szuperkri-
tikus ela´gazo´ bolyonga´s (supercritical branching random walk) esete´n annak a
pontnak a helye, ahol n ido˝ben a legto¨bb re´szecske tarto´zkodik, 1 valo´sz´ınu˝se´ggel
konverga´l egy ve´ges valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´hoz.
Wiener folyamatok e´s invariancia elv
[16]-ban ero˝s invariancia te´teleket bizony´ıtunk a [9]-ben ta´rgyalt kira´ndula´sok
hossza´ra e´s magassa´ga´ra. Ezen eredme´nyek ko¨vetkezme´nyeke´nt megeml´ıthetju¨k
to¨bbek ko¨zo¨tt a ku¨lo¨nfe´le hata´reloszla´sokat, ill. 1 valo´sz´ınu˝se´gu˝ te´teleket, mint
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itera´lt logaritmus te´teleket, stb. [17]-ben hasonlo´ proble´ma´kat vizsga´lunk a Kiefer
folyamatra.
[14]-ben a s´ıkbeli Wiener folyamat (Brown mozga´s) addit´ıv funkciona´ljaira
ismert hata´reloszla´sokat, ill. gyenge konvergencia´t terjesztettu¨k ki ero˝s approxi-
ma´cio´ seg´ıtse´ge´vel. A hata´rfolyamat egy o¨sszetett Wiener folyamat, amelynek
argumentuma az u´n. extrema´lis folyamat inverze. Ko¨vetkezme´nyke´nt sza´mos 1
valo´sz´ınu˝se´gu˝ te´telt nyertu¨nk ezen addit´ıv funkciona´lokra.
[33]-ban megvizsga´ltuk a ke´tparame´teres bolyonga´s a´tmetsze´seinek sza´ma´t az
elso˝ NxN le´pe´sben e´s megmutattuk, hogy nagysa´grendje N3/2+o(1). A fo˝ le´pe´s egy
ero˝s approxima´cio´ a ke´tparame´teres bolyonga´s, ill. Brown mozga´s metsze´si loka´lis
ideje ko¨zo¨tt. Eredme´nyeink hasznos algoritmust adnak a ke´tparame´teres Brown
mozga´s szinthalmazainak szimula´la´sa´ra.
Az [53] dolgozatban a 3 e´s magasabb dimenzio´s Wiener folyamat trajekto´ria´ja
ko¨ru¨li r sugaru´ tartoma´ny, az u´n. ”Wiener sausage” tulajdonsa´gait vizsga´ljuk.
Ismert volt, hogy a tartoma´ny te´rfogata eloszla´sban ko¨zel (egydimenzio´s) Wiener
folyamat, mido˝n az ido˝ ve´gtelenhez tart. [53]-ban ero˝s approxima´cio´t adunk erre
a ko¨zel´ıte´sre.
A Wiener folyamat loka´lis ideje´nek Cauchy-fe´le fo˝e´rte´ke, az
∫ t
0
ds/W (s) in-
tegra´l a Wiener folyamathoz hasonlo´ tulajdonsa´gokat mutat. Ezt a jelense´get
tova´bb vizsga´lva, a [31] dolgozatban 1 valo´sz´ınu˝se´gu˝ te´teleket vezettu¨nk le a fo˝e´rte´k
no¨vekme´nyeire. [8]-ban a Strassen-fe´le funkciona´lis itera´lt logaritmus te´telt kiter-
jesztettu¨k a Wiener folyamat e´s a Cauchy-fe´le fo˝e´rte´k egyu¨ttese´re.
Az empirikus e´s kvantilis folyamatok Bahadur-Kiefer vizsga´lataibo´l kiindulva,
Vervaat (1972) tanulma´nyozta a´ltala´ban egy folyamat e´s inverze´nek o¨sszege´t e´s
annak integra´lja´t, aminek ne´ha´ny e´rdekes e´s fontos tulajdonsa´ga´ra mutatott ra´.
Ehhez kapcsolo´dva [49]-ben megvizsga´ltuk az o¨sszegfolyamatnak e´s inverze´nek, a
felu´j´ıta´si folyamatnak o¨sszege´t, ill. annak integra´lja´t. Ezekre ero˝s approxima´cio´t,
1 valo´sz´ınu˝se´gu˝ te´teleket e´s hata´reloszla´sokat adtunk meg.
A [20] dolgozat aW (s, t) ke´tparame´teres Wiener folyamat loka´lis ideje´t vizsga´l-
ja. Ha az egyik parame´tert ro¨gz´ıtju¨k, akkor W (s, t) a ma´sik parame´ter szerint
ko¨zo¨nse´ges Wiener folyamat, amelynek loka´lis ideje´re Walsh (1978) vizsga´latait
vittu¨k tova´bb. A fo˝ eredme´ny egy maxima´l-egyenlo˝tlense´g, melynek seg´ıtse´ge´vel
Khoshnevisan (1995) sejte´se igazolhato´, mely szerint az egyik parame´ter 0-hoz
tarta´sa esete´n a ma´sik parame´ter szerinti loka´lis ido˝ ve´gtelenhez tart. A maxima´l-
egyenlo˝tlense´g tova´bbi alkalmaza´saival nyerheto˝ egy kapacita´s becsle´s a klasszikus
Wiener te´rre, valamint egy ha´nyados ergod te´tel. A loka´lis ido˝re vonatkozo´ e´les
Ho¨lder felte´tel Lacey (1990), Re´ve´sz (1985) e´s Walsh (1978) eredme´nyeit e´les´ıti.
[21]-ben a Wiener folyamat ege´sz helyeken felvett e´rte´keinek ismerete´bo˝l a-
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dunk becsle´st a loka´lis ido˝ e´rte´ke´re. To¨bb lehetse´ges elja´ra´st hasonl´ıtunk o¨ssze.
A [36] dolgozatban az ela´gazo´ Brown mozga´s re´szecske´inek egy halmazba
eso˝ pontjaira adtunk aszimptotikus elo˝a´ll´ıta´st Hermite polinomok e´s martinga´lok
seg´ıtse´ge´vel.
Nemlinea´ris ido˝sorok
[1]–[3], [5]–[7], [10], [11], [13], [24], [25], [26], [37] dolgozatainkban a ko¨zgaz-
dasa´gi matematika´ban igen fontos szerepet ja´tszo´ ARCH (autoregressive condi-
tionally heteroscedastic) t´ıpusu folyamatok valo´sz´ınu˝se´gsza´mı´ta´si e´s statisztikai
vizsga´lata´val foglalkoztunk. E folyamatokat az jellemzi, hogy a folyamat-va´ltozo´
felte´teles szo´ra´sa (”volatility”) a folyamat mu´ltja´nak nemlinea´ris fu¨ggve´nye. A leg-
gyakrabban haszna´lt ilyen folyamat a GARCH(p, q) folyamat (Bollerslev (1986))
melyet az ala´bbi nemlinea´ris rekurzio´ definia´l:
(1) yk = σkεk, σ
2
k = ω +
∑
1≤i≤p
αiy
2
k−i +
∑
1≤j≤q
βjσ
2
k−j k ∈ Z.
Itt {εk}k∈Z egy fu¨ggetlen, azonos eloszla´su´ sorozat 0 va´rhato´ e´rte´kkel e´s 1 szo´ra´ssal,
mely fu¨ggetlen a {σk}k∈Z folyamatto´l. Az α1, . . . , αp, β1, . . . , βq parame´terek
alkalmas va´laszta´sa esete´n ilyen folyamatokkal igen pontosan lehet le´ırni pl. valuta-
e´s re´szve´nya´rfolyamok mozga´sa´t. Ennek megfelelo˝en e folyamatok irodalma rend-
k´ıvu¨l kiterjedt, ugyanakkor a nemlinearita´sbo´l sza´rmazo´ jelento˝s matematikai ne-
he´zse´gek miatt e teru¨leten sza´mos megoldatlan proble´ma van. Az elmu´lt e´vekben
intenz´ıven foglalkoztunk ilyen ke´rde´sekkel,
[3], [6] e´s [11] dolgozataink a GARCH folyamatok parame´terbecsle´se´nek ke´rde´s-
ko¨re´ben mondja´k ki le´nyege´ben a ve´gso˝ szo´t. Megmutatjuk, hogy a leggyakrabban
haszna´lt, un. QMLE (quasi-maximum likelihood) becsle´s az E|ε0|4+δ <∞ felte´tel
mellett aszimptotikusan norma´lis eloszla´su´, e´s e tulajdonsa´g 4-ne´l kevesebb mo-
mentum esete´n megszu˝nik. Ba´r a becsle´s Eε20 < ∞ esete´n konzisztens marad,
alacsony momentumok esete´n jo´val pontosabb elja´ra´st kapunk, ha a likelihood
fu¨ggve´nyben szereplo˝ Gauss su˝ru˝se´get ma´s, alkalmas su˝ru˝se´ggel po´toljuk; [11]-ben
sza´mos ilyen va´laszta´st vizsga´lunk. Egy tova´bbi fontos ke´rde´s GARCH folyama-
tok un. momentum-indexe´nek konzisztens becsle´se; ilyen becsle´st adunk meg [7]-
ben. Sza´mos tova´bbi kapcsolo´do´ ke´rde´ssel is foglalkoztunk: ı´gy pe´lda´ul GARCH
folyamatok parame´terva´ltoza´sainak e´szlele´se´re adunk u´j elja´ra´sokat [10], [25]-ben;
tova´bbi, az empirikus folyamaton alapulo´ nemparame´teres elja´ra´sokkal foglalko-
zunk [2], [5]-ben.
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A nemlinea´ris ido˝sorokra vonatkozo´ szinte valamennyi statisztikai elja´ra´s a
folyamat ku¨lo¨nfe´le funkciona´ljai hata´reloszla´sa´nak meghata´roza´sa´t k´ıva´nja meg.
Sza´mos fontos esetben (CUSUM tesztek parame´terva´ltoza´s kimutata´sa´ra, Dickey-
Fuller egyse´gggyo¨k teszt, stb.) a funkciona´l a folyamat norma´lt re´szleto¨sszegein
alapul, e´s a hata´reloszla´s meghata´roza´sa invariancia-elv alapja´n to¨rte´nhet. A
szoka´sos mo´dszer a folyamat Markov-tulajdonsa´ga´t e´s az ebbo˝l ko¨vetkezo˝ ero˝s
(Rosenblatt) kevere´si tulajdonsa´got haszna´lja, ehhez azonban a folyamatro´l igen
ero˝s regularita´si felte´teleket kell feltenni. [37] dolgozatunkban egy u´j mo´dszert
adunk meg hata´reloszla´ste´telek bizony´ıta´sa´ra, mely a klasszikus ido˝sorok Wiener-
Rosenblatt t´ıpusu
yk = f(εk, εk−1, . . . ) k ∈ Z
elo˝a´ll´ıta´sa´n alapul, e´s ennek felhaszna´sa´val az {yk} folyamat szepara´lt blokko¨ssze-
geit ko¨zvetlenu¨l fu¨ggetlen valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´kkal ko¨zel´ıti meg. Ez jo´val ero˝sebb
eredme´nyekhez vezet, mint a kevere´si mo´dszerek, e´s a folyamatro´l csak minima´lis
felteve´sekre van szu¨kse´g. A [37] dolgozatban e mo´dszer sza´mos alkalmaza´sa´t adtuk
meg aszimmetrikus GARCH folyamatokra.
A nemlinea´ris ido˝sorelme´let egyik alapveto˝ proble´ma´ja az, hogy (1)-hez ha-
sonlo´ rekurzio´val definia´lt folyamatok gyenge´n fu¨ggo˝ek (un. “short memory” folya-
matok), ugyanakkor a valo´sa´gban felle´po˝ sza´mos fontos folyamat empirikus ko-
variancia´i igen lassan cso¨kkennek, e´s ı´gy le´ıra´sukra un. “long range” fu¨ggo˝se´get
mutato´ modellekre volna szu¨kse´g. Ilyen modellt azonban egyre´szt nehe´z tala´lni,
ma´sre´szt a konstrua´lhato´ folyamatok viselkede´se´nek le´ıra´sa´hoz igen nehe´z tech-
nikai sege´deszko¨zo¨kre van szu¨kse´g. Ne´ha´ny e´ve Giraitis, Robinson e´s Surgailis
bevezette´k a GARCH folyamatok egy “long range” va´ltozata´t, az un. LARCH
folyamatot, e´s meghata´rozta´k kovariancia-fu¨ggve´nye´nek pontos aszimptotika´ja´t.
[1] dolgozatunkban megadtuk e folyamatok loka´lis funkciona´ljai re´szleto¨sszegei-
nek hata´reloszla´sa´t az un. “nem degenera´lt” esetben, ami e folyamatok aszimp-
totikus kifejte´se´ben az elso˝ tagnak felel meg. Specia´lisan kiado´dik a LARCH
folyamatok empirikus eloszla´sfu¨ggve´nye´nek hata´rfolyamata, mely ku¨lo¨nbo¨zik a
Gauss e´s linea´ris folyamatok esete´n felle´po˝ hata´rfolyamatto´l. Ez azt jelzi, hogy
a LARCH folyamat a hosszu´ memo´ria´ju´ folyamatok u´j, eddig me´g nem vizsga´lt
t´ıpusa´t szolga´ltatja.
Ve´letlen fa´k
A [35] elo˝ada´sban egy olyan ska´lafu¨ggetlen ve´letlen gra´f-modell tulajdonsa´gait
vizsga´ltuk, amely nem illesztheto˝ be az igen a´ltala´nos Cooper–Frieze (2003) mo-
dellbe. Szo´ esett a maxima´lis foksza´mra vonatkozo´ nagy sza´mok ero˝s to¨rve´nye´ro˝l,
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tova´bba´ az aszimptotikus foksza´meloszla´sro´l, e´s itt is kideru¨lt, hogy ba´rmely ro¨g-
z´ıtett pont szomsze´dai ko¨zt maradva, ba´r a foksza´meloszla´s tova´bbra is hatva´ny-
rendben lecsengo˝, de a kitevo˝ ku¨lo¨nbo¨zik atto´l, amit az ege´sz gra´fra e´rve´nyesen
tapasztalunk.
[34]-ben a fa maxima´lis foksza´ma´ra igazolunk nagy sza´mok ero˝s to¨rve´nye´t e´s
centra´lis hata´reloszla´s-te´telt.
A [44] cikkben egy u´j, ido˝ben fejlo˝do˝ ve´letlen gra´f-modellt vezetu¨nk be, amely-
ben a gra´fot minden le´pe´sben egy u´j ponttal e´s ebbo˝l kiindulo´ ne´ha´ny (eset-
leg 0) u´j e´llel bo˝v´ıtju¨k. Ezek ve´gpontjait egyma´sto´l fu¨ggetlenu¨l, foksza´mara´nyos
valo´sz´ınu˝se´ggel va´lasztjuk a re´gi pontok ko¨zu¨l. Ebben a modellben meghata´rozzuk
az aszimptotikus foksza´meloszla´st (amely hatva´nyrendben cseng le, vagyis ska´la-
fu¨ggetlen gra´fot kapunk), tova´bba´ a maxima´lis foksza´m aszimptotika´ja´t.
Ha a Baraba´si–Albert fe´le rekurz´ıv fa (plane oriented recursive tree) defin´ıcio´-
ja´ban a ko¨te´si valo´sz´ınu˝se´g nem maga´val a foksza´mmal, hanem a foksza´m egy
linea´ris fu¨ggve´nye´vel ara´nyos, a kapott a´ltala´nosabb ve´letlen gra´f-folyamatban
az aszimptotikus foksza´meloszla´s karakterisztikus kitevo˝je a parame´terek alkal-
mas megva´laszta´sa´val tetszo˝leges 2-ne´l nagyobb e´rte´k lehet. [45]-ben az egy-
parame´teres modellben vizsga´ltuk a foksza´meloszla´s aszimptotika´ja´t abban az e-
setben, ha csak a fa egy ro¨gz´ıtett szintje´re korla´tozo´dunk. (Fontos megjegyezni,
hogy csupa´n a pontok egy re´szhalmaza´ro´l e´s nem re´szgra´fro´l van szo´, teha´t a
figyelembe vett pontokna´l foksza´m alatt tova´bbra is az ege´sz gra´fra vonatkozo´
foksza´mot e´rtju¨k.) Megmutattuk, hogy ilyenkor a hata´reloszla´s tova´bbra is hat-
va´nyrendben cseng le, de a karakterisztikus kitevo˝ minden esetben 2-re va´ltozik.
Ez aze´rt meglepo˝, mert Katona Zsolt igazolta, hogy a gra´f legne´pesebb szint-
jein (amelyek magassa´ga logn-nel ara´nyos) a foksza´meloszla´s megegyezik az ege´sz
gra´fban tapasztalttal.
Az [54] cikkben a [44]-ben tanulma´nyozott modell egy a´ltala´nos´ıta´sa´nak tulaj-
donsa´gait vizsga´ljuk. A modell egy u´j parame´terrel bo˝vu¨l, e´s ez sokszor va´ratlan
nehe´zse´geket okoz, nem teszi leheto˝ve´ a [44] cikk mo´dszereinek egyszeru˝ adap-
ta´cio´ja´t. Ezu´ttal is a foksza´meloszla´s e´s a maxima´lis foksza´m aszimptotika´ja´t
hata´rozzuk meg.
Pszeudove´letlen sza´mok
Ve´letlen sza´mok tesztele´se´nek egy egyszeru˝ mo´dja a diszkrepancia kisza´mı´ta´-
sa, de e mo´dszer o¨nmaga´ban nem elegendo˝, hiszen egy re´szsorozatra a´tte´rve a disz-
krepancia le´nyegesen megva´ltozhat, viszont egy ”igazi” ve´letlen sorozat re´szsoroza-
tai is ve´letlenek maradnak. Ne´ha´ny e´ve Mauduit e´s Sa´rko¨zy a pszeudove´letlense´g
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egy u´j me´rte´ksza´ma´t vezette´k be, az un. ”well-distribution measure”-t, mely egy
(xn)n≥1 sorozat sza´mtani re´szsorozatainak egyenletes eloszla´sa´t me´ri. Dolgoza-
tok egy hosszu´ sora´ban megvizsga´lta´k e me´rte´ket klasszikus pszeudove´letlen kon-
strukcio´k ({nkα} t´ıpusu sorozatok, Thue-Morse, Rudin-Shapiro, Champernowne
stb. sorozatok) esete´n. [46], [58] dolgozatainkban ezeket a vizsga´latokat folytatjuk,
ill. terjesztju¨k ki. Legyen
W
(A)
N (x1, . . . , xN ) := sup
(pk)∈A
sup
0≤t≤1
∣∣∣∣∣∣
∑
pk≤N
(
1(xpk ≤ t)− t
)
∣∣∣∣∣∣
,
ahol A pozit´ıv ege´sz sza´mok sorozatainak tetszo˝leges oszta´lya´t jelenti. Mauduit
e´s Sa´rko¨zy eredeti defin´ıcio´ja´ban A a linea´ris sorozatok halmaza volt, de sza´mos
ma´s oszta´ly is e´rdekesse´ggel b´ır, hiszen egy ”igazi” ve´letlen sorozat nemlinea´ris
rs´zsorozatai is ve´letlenek. Fo˝ eredme´nyu¨nk azt mutatja, hogy a W
(A)
N (x1, . . . , xN )
mennyise´g viselkede´se az (xn)n≥1 sorozat tulajdonsa´gain k´ıvu¨l azA oszta´ly metrikus
entro´pia´ja´to´l fu¨gg. Pozit´ıv ege´sz sza´mok A e´s B halmazai esete´n jelo¨lje
d(A,B;N) = N−1
∑
n≤N
|1(n ∈ A)− 1(n ∈ B)|
a ke´t halmaz norma´lt Hemming ta´volsa´ga´t, e´s legyen κ(A; δ,N) a megfelelo˝ entro´-
piafu¨ggve´ny, azaz azon A1, . . . , Am halmazok maxima´lis sza´ma, melyre teljesu¨l
d (Ai, Aj;N) > δ, 1 ≤ i, j ≤ m. To¨bbek ko¨zo¨tt megmutattuk, hogy ha η1, η2, . . .
fu¨ggetlen, a (0, 1)-ben egyenletes eloszla´su´ valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´k, akkor 1 valo´sz´ınu˝-
se´ggel ba´rmely α > 1/2–re
W
((A)
N (η1, . . . , ηN )≪
√
N
(
(log logN)1/2 + logκ
(A;N−α, N)
)
.
Ha az A osza´ly egyedu¨l az N sorozatbo´l a´ll, ez az empirikus eloszla´sfu¨ggve´nyekre
vonatkozo´ Chung-Szmirnov itera´lt logaritmus te´telre egyszeru˝so¨dik, e´s a jobb
oldalon a (log logN)1/2 domina´l akkor is, ha A nem tu´l nagy. Tipikus esetekben
azonban a nagysa´grend a logκ(A;N−α, N) metrikus entro´pia´to´l fu¨gg. A [46], [58]
dolgozatokban sza´mos hasonlo´ eredme´nyt bizony´ıtunk gyenge´n fu¨ggo˝ valo´sz´ınu˝se´gi
va´ltozo´k, valamint specia´lis pszeudove´letlen konstrukcio´k esete´n. Megmutatjuk
pe´lda´ul, hogy ha ηk = ηk(ω) = {nkω} ege´szek egy no¨vekvo˝ (nk) sorozata´ra e´s
κ(A; δ,N) ≤ Cδ−v valamely v ≥ 0 esete´n, akkor 1 valo´sz´ınu˝se´ggel
W
(A)
N (η1, . . . , ηN )≪ N
v+1
v+2 (logN)
3
v+2
+ε.
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Anal´ızisbeli alkalmaza´sok
[40], [55], [59] dolgozatainkban az anal´ızis egy klasszikus objektuma´val, az
{nkα} sorozattal foglalkoztunk, ahol (nk) ege´sz sza´mok egy no¨vekvo˝ sorozata e´s α
egy irraciona´lis sza´m. H. Weyl egy ismert te´tele szerint e sorozat majdnem minden
α-ra (a Lebesgue me´rte´k e´rtelme´ben) egyenletes eloszla´su´ (0, 1)-ben. A sorozat
pontos diszkrepancia´ja csak ke´t specia´lis esetben ismert: nk = k (Kesten (1964))
e´s az nk+1/nk ≥ q > 1 he´zagos esetben (Philipp (1975)). Philipp megmutatta,
hogy ebben az esetben majnem minden α-ra
(2) 1/4 ≤ lim sup
N→∞
NDN ({nkα})√
N log logN
≤ C(q).
Ez azt mutatja, hogy az {nkα} sorozat u´gy viselkedik, mint egy fu¨ggetlen valo´sz´ınu˝-
se´gi va´ltozo´ sorozat. Megjegyzendo˝ azonban, hogy a konstans a´ltala´ban ku¨lo¨nbo¨-
zik a fu¨ggetlen valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´k esete´n felle´po˝ 1/
√
2-to˝l, e´s megoldatlan
ke´rde´s, hogy (2)-ben a limsup mindig konstans-e. Exponencia´lisna´l lassabban no¨vo˝
(nk) esete´n (2) a´ltala´ban nem igaz (Berkes e´s Philipp (1994)) e´s ne´ha´ny specia´lis
pe´lda´to´l eltekintve ebben az esetben semmilyen eredme´ny nem ismert. [40], [55] e´s
[59] dolgozatainkban e ke´rde´s le´nyege´ben teljes megolda´sa´t adjuk. Megmutatjuk,
hogy ha az aN,r := #
{
k ≤ N : nk ∈ [2r, 2r+1)
}
”su˝ru˝se´gi” e´rte´kekre teljesu¨l
a centra´lis hata´relosza´selme´letbo˝l ismert ”egyenletes aszimptotikus elhanyagol-
hato´sa´gi” felte´tel, akkor (2) igaz marad a
√
B2N log logB
2
N norma´lo´ faktorral, ahol
BN = (
∑∞
r=0 a
2
N,r)
1/2. Heurisztikusan ez azt jelenti, hogy az
XN =
∑
nk∈[2N ,2N+1)
1[a,b)({nkω}).
mennyise´gek u´gy viselkednek ebben az esetben is, mint fu¨ggetlen valo´sz´ınu˝se´gi
va´ltozo´k. Megmutattuk azt is, hogy ha az
a1nk1 + · · ·+ a4nk4 = b 1 ≤ k1, . . . , k4 ≤ N
diophantoszi egyenletnek nincs ”tu´l sok” megolda´sa, akkor a (2) itera´lt logaritmus
te´tel az eredeti forma´ja´ban teljesu¨l. Ve´gu¨l igazoltuk, hogy (egy alkalmas definicio´
szerint) ”majdnem minden” (nk) sorozatra a fenti diophantoszi felte´tel teljesu¨l,
ma´s szo´val az {nkα} sorozat diszkrepancia´ja´nak ”tipikus” viselkede´se´t (2) ı´rja le.
A fentivel rokon ke´rde´sekkel foglalkozik [60] dolgozatunk is, melyben a har-
monikus anal´ızis egy sokat vizsga´lt ke´rde´se´vel, a
∑∞
k=1 ckf(nkx) alaku´ sorok kon-
vergencia´ja´val kapcsolatban bizony´ıtunk sza´mos u´j eredme´nyt. To¨bbek ko¨zo¨tt
pontos le´ıra´sa´t adjuk azon f fu¨ggve´nyeknek, melyre a fenti sor minden
∑
c2k <∞
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e´s ba´rmely szubexponencia´lisan no¨vekvo˝ (nk) sorozat esete´n majnem mindenu¨tt
konvergens. Mı´g e konvergencia bizonyos Dirichlet sorok korla´tossa´ga´t ko¨veteli
meg, lassabban no¨vekvo˝ (nk) esete´n a fenti sorok viselkede´se az (nk) sorozat
sza´melme´leti tulajdonsa´gaival van kapcsolatban. Megvizsga´ltuk azt az esetet is,
mikor az (nk) sorozat ve´letlen (p. egy bolyonga´s a´ltal van definia´lva); to¨bbek ko¨zo¨tt
a Carleson-fe´le konvergenciate´tel ve´letlen frekvencia´kra vonatkozo´ kiterjeszte´seit
bizony´ıtottuk.
Egye´b te´ma´k
[27], [41], [47], [48] dolgozatainkban a klasszikus hata´reloszla´selme´let ke´rde´-
seivel foglalkozunk. [27]-ben a fu¨ggetlen valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´k also´-felso˝ oszta´ly
viselkede´se´t le´ıro´ Kolmogorov-Erdo˝s-Feller-Petrovski teszt re´szsorozatokra vonat-
kozo´ analogonja´t bizony´ıtjuk be. Ez elegendo˝en ritka re´szorozatok esete´n a klasszi-
kusto´l le´nyegesen elte´ro˝ nagysa´grendet szolga´ltat. [48]-ben a nagy sza´mok ero˝s
to¨rve´nye ”teljes konvergencia´ra” vonatkozo´ Hsu-Robbins-Erdo˝s fe´le alakja´t vizsga´l-
juk sze´riasorozatok esete´n. [41]-ben a fu¨ggetlen valo´sz´ınu˝se´gi va´tozo´k norma´lt
re´szleto¨sszegei maximuma´ra vonatkozo´ Darling-Erdo˝s te´tel egy pontonke´nti va´lto-
zata´t igazoljuk. Ve´gu¨l [47]-ben a Hartman-Wintner fe´le itera´lt logaritmus te´tel
su´lyozott o¨sszegekre valo´ kiterjeszte´se´vel foglalkozunk.
A [19] cikkben u´j e´s e´les Qi- e´s Diaz–Metcalf-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´geket bi-
zony´ıtunk, illetve ma´r ismerteket jav´ıtunk meg a konvexita´si mo´dszer alkalma-
za´sa´val.
Statisztikai elemze´sekben gyakran szu¨kse´ges, hogy a klasszikus Bienayme´–
Csebisev, illetve Gauss–egyenlo˝tlense´gekne´l e´lesebb becsle´st adjunk valamelyik
momentum fu¨ggve´nye´ben olyan szimmetrikus valo´sz´ınu˝se´geloszla´s farka´ra, amely
egy ismert szimmetrikus eloszla´s ska´lakevere´keke´nt a´ll´ıthato´ elo˝. [32]-ben e´les
egyenlo˝tlense´geket bizony´ıtottunk ilyen kevere´kek egy a´ltala´nos oszta´lya´ra, amely
sza´mos fontos specia´lis esetet tartalmaz.
A 70-edik szu¨lete´snapot u¨nneplo˝ [15] cikkben o¨sszefoglaljuk Cso¨rgo˝ Miklo´ssal
ko¨zo¨s eredme´nyeinket. Ezek nagy re´sze jo´l illik a jelen OTKA kutata´s te´ma´i ko¨ze´.
A [28] dolgozat egy megemle´kezo˝ cikk Vincze Istva´n munka´ssa´ga´ro´l. Ennek
jo´ re´sze ugyancsak beleillik a jelen OTKA kutata´s te´ma´i ko¨ze´.
2008 februa´r 25.
Te´mavezeto˝
Csa´ki Endre
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